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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìå-
øàííîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Íà÷àëî èññëåäîâàíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà áû-
ëî ïîëîæåíî â ðàáîòàõ Ô. Òðèêîìè è Ñ. Ãåëëåðñòåäòà.
Íîâûì ýòàïîì â ðàçâèòèè òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ÿâèëèñü
ðàáîòû Ô.È. Ôðàíêëÿ, â êîòîðûõ îí îáíàðóæèë âàæíûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ê ïðîáëåìàì òðàíñçâóêîâîé ãàçîâîé äèíàìèêè.
Â äàëüíåéøåì áûëè ïîñòàâëåíû è èññëåäîâàíû íîâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèé ñìåøàííîãî òèïà êàê â íàøåé ñòðàíå, òàê è çà ðóáåæîì. Íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû,
â êîòîðûõ èçó÷åíû òàêèå çàäà÷è. Îòìåòèì ó÷åíûõ, êîòîðûå ñäåëàëè áîëü-
øîé ëè÷íîñòíûé âêëàä è òåì ñàìûì, ïîâëèÿëè íà ðàçâèòèå äàííîé òåîðèè:
Ô.È. Ôðàíêëü, Ì.À. Ëàâðåíòüåâ, À.Â. Áèöàäçå, Ê.È. Áàáåíêî, Â.À. Èëüèí,
Å.È. Ìîèñååâ, Ñ.Ï. Ïóëüêèí, Â.È. Æåãàëîâ, À.Ì. Íàõóøåâ, Ì.Ì. Ñìèðíîâ,
Â.Ô. Âîëêîäàâîâ, À.Ï. Ñîëäàòîâ, Â.Í. Âðàãîâ, Ò.Ø. Êàëüìåíîâ, À.È. Êî-
æàíîâ, Ê.Á. Ñàáèòîâ, Í.Ð. Ðàäæàáîâ, À.Í. Çàðóáèí, À.À. Êèëáàñ, Í.Á. Ïëå-
ùèíñêèé, Ð.Ñ. Õàéðóëëèí, Î.À. Ðåïèí, Ë.Ñ. Ïóëüêèíà, Í.Þ. Êàïóñòèí,
À.Â. Ïñõó è äðóãèå. Â ìîíîãðàôèè À.Â. Áèöàäçå îòìå÷åíî, ÷òî óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî òèïà ñòàëè îáúåêòàìè ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñ êîíöà
ñîðîêîâûõ ãîäîâ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, íå ìåíåå âàæíûì ðàçäåëîì â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ. Ðàáîòû, êîòîðûå ïîñâÿùåíû
èõ èññëåäîâàíèþ, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: ðàáîòû, â êîòîðûõ èçó÷à-
þòñÿ íàãðóæåííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, è ðàáîòû, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ
íàãðóæåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî ïåðâûå ðàáîòû áûëè ïîñâÿùåíû íàãðó-
æåííûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
K u  Lu(x) +M u(x) = f(x) â îáëàñòè
 2 RN ; (1)
ãäå L  èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, à M  èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ïî ìíîãî-
îáðàçèÿì ðàçìåðíîñòè ñòðîãî ìåíüøå N . Ýòîìó êëàññó íàãðóæåííûõ óðàâ-
íåíèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû A. Kneser, L. Lichtenstein, Í.Ì. Ãþíòåðà, Í.Í. Íà-
çàðîâà. Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïîä÷åðêèâàëè À.Í. Êðûëîâ,
Â.È. Ñìèðíîâ, À.Í. Òèõîíîâ, À.À. Ñàìàðñêèé, êîòîðûå ïðèâîäèëè ïðèìå-
ðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èç òåõíèêè è ôèçèêè, ñâîäÿùèåñÿ ê íàãðóæåííûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Èíòåðåñ ê íàãðóæåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (òî åñòü óðàâ-
íåíèÿì âèäà (1), ãäå L  äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, à M  äèôôåðåí-
öèàëüíûé èëè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, âêëþ÷àþùèé îïåðà-
öèþ âçÿòèÿ ñëåäà îò èñêîìîé ôóíêöèè u(x) íà ìíîãîîáðàçèÿõ èç çàìû-
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êàíèÿ 
 ðàçìåðíîñòè ñòðîãî ìåíüøå N ) îáóñëàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî ðåøå-
íèå ìíîãèõ âàæíûõ çàäà÷ ïî îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ, íàïðèìåð, àãðîýêî-
ñèñòåìîé, ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ èìåííî òàêèõ óðàâíåíèé.
Áîëüøîé âêëàä â ðàçðàáîòêó òåîðèè íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âíåñëè ñëåäóþùèå ó÷¼íûå: Â.Ì. Áóäàê, À.Ä. Èñêåíäåðîâ,
À.Ì. Íàõóøåâ, À.Â. Áîðîäèí, Â.Ì. Êàçèåâ, A.M. Krall, À.À. Êåðåôîâ. Îò-
ìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû, áëàãîäàðÿ óñèëèÿì À.Ì. Íàõóøåâà è åãî ïî-
ñëåäîâàòåëåé, à òàêæå Ì.Ò. Äæåíàëèåâà è ó÷åíèêîâ åãî íàó÷íîé øêîëû,
òåîðèÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå. Â îáçîð-
íûõ ðàáîòàõ À.Ì. Íàõóøåâà íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíà ïðàêòè-
÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ âàæíîñòü èññëåäîâàíèé ïî íàãðóæåííûì óðàâíåíè-
ÿì. Ì.Ò. Äæåíàëèåâ â ñâîåé ìîíîãðàôèè îòìå÷àåò ïîòðåáíîñòü â èçó÷åíèè
íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé:
1. Ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
2. Ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷.
3. Ïðè ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
4. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷.
5. Ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ò.ä.
Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì
èññëåäîâàíèé â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñòàâÿòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è äëÿ íàãðó-
æåííûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà
Ëèóâèëëÿ, îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â êðà-
åâûõ óñëîâèÿõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå
ÐèìàíàËèóâèëëÿ, ÝðäåéèÊîáåðà, Ì. Ñàéãî èëè èõ êîìáèíàöèè. Àêòóàëü-
íîñòü èññëåäîâàíèé òàêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìîæíî îáîñíîâàòü êàê âíóòðåííè-
ìè ïîòðåáíîñòÿìè òåîðåòè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òàê è ïðèêëàäíûì çíà÷åíèåì ýòèõ çàäà÷,
èãðàþùèõ áîëüøóþ ðîëü ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ
ïðîöåññîâ åñòåñòâîçíàíèÿ.
Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà íîâûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ äðîáíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, à
òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòèõ
çàäà÷.
Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèí-
ñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ øèðîêî èñïîëü-
çóåòñÿ àïïàðàò ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ìåòîäû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè. Â ÷èñëå íàèáîëåå âàæíûõ ñëåäóåò îòìåòèòü:
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1. Ïîñòàíîâêó è èññëåäîâàíèå íîâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíå-
íèé è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ÐèìàíàËèóâèëëÿ,
êðàåâûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå ÐèìàíàËèóâèëëÿ, ÝðäåéèÊîáåðà,
Ì. Ñàéãî èëè èõ êîìáèíàöèè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì åäèíñòâåííîñòè
è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.
2. Îïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷è êîððåêòíû.
3. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñâåäåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷ ê âîïðîñàì ðàçðåøè-
ìîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáîé îñî-
áåííîñòüþ â ÿäðå èëè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðî-
äà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå, à òàêæå ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñâåäå-
íèÿ çàäà÷ ê îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äðîáíîãî ïîðÿäêà.
4. Èññëåäîâàíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, äîïóñêàþùèõ âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ
ÿâíûõ ðåøåíèé èçó÷àåìûõ çàäà÷.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ìàòåðèàëû äèññåðòà-
öèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò
ïðåäñòàâëÿòü íàó÷íûé èíòåðåñ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ìàòåìàòèêîâ è ñïåöèà-
ëèñòîâ, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êðàåâûõ çà-
äà÷, è ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåîðèè íàãðó-
æåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ
çàäà÷, ïðèâîäÿùèõñÿ ê òàêèì óðàâíåíèÿì.
Ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíîé ïðîèç-
âîäíîé ÐèìàíàËèóâèëëÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò îïåðàòî-
ðû äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå ÐèìàíàËèóâèëëÿ,
ÝðäåéèÊîáåðà, Ì. Ñàéãî èëè èõ êîìáèíàöèè.
2. Óñòàíîâëåíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïî-
ñòàâëåííûõ çàäà÷, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷.
3. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ñâîäèòü ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü èçó÷àåìûõ çàäà÷ ê ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå èëè
ê ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðî-
äà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå èëè ê îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà.
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4. Èññëåäîâàíû òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, ïîçâîëÿþùèå âûïèñàòü ðåøåíèå çà-
äà÷è â ÿâíîì âèäå.
Ñòåïåíü îáîñíîâàííîñòè íàó÷íûõ ïîëîæåíèé è äîñòîâåðíîñòè
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ è âûâîäû ÿâëÿþòñÿ äîñòî-
âåðíûìè è îáîñíîâàííûìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòüþ ðåçóëüòà-
òîâ ðàáîòû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè ïðè ðåøåíèè
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ äðîáíûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì. Òàêæå äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëåíà
èõ øèðîêîé àïðîáàöèåé.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåð-
òàöèè è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïðåäñòàâëåíû è äîêëàäûâàëèñü àâòî-
ðîì íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíà-
ðàõ:
 Îáùåâóçîâñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòàâà
Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíîãî óíèâåðñèòå-
òà (Ñàìàðà, ìàðò 2011 ã.);
 Êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ" (Ñà-
ìàðà, èþíü 2011 ã.);
 Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé" (Ìèíñê, ñåíòÿáðü 2011 ã.);
 VIII âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì
"Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è" (Ñàìàðà, ñåíòÿáðü
2011 ã.);
 XIV ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ èì. àêàä. Ì.Êðàâ÷óêà (Êè-
åâ, àïðåëü 2012 ã.);
 XI ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ2012" (Êà-
çàíü, íîÿáðü 2012 ã.);
 íàó÷íîì ñåìèíàðå "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà" êàôåäðû ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõ-
íè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð
Â.Ï. Ðàä÷åíêî, àâãóñò 2013 ã.);
 íàó÷íîì ñåìèíàðå "Íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè" êà-
ôåäðû óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Ë.Ñ. Ïóëüêè-
íà, ñåíòÿáðü 2013 ã.);
 íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êàçàíñêî-
ãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Â.È. Æåãàëîâ, îêòÿáðü 2013 ã.);
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 XII ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ2013" (Êà-
çàíü, îêòÿáðü 2013 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíî îäèííàäöàòü
ïå÷àòíûõ ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè, êîòîðûå îòðàæàþò åå îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ñòàòüè [5],
[9] îïóáëèêîâàíû â ñîàâòîðñòâå ñ ïðîôåññîðîì Î.À. Ðåïèíûì, è èõ ðåçóëü-
òàòû ïðèíàäëåæàò àâòîðàì â ðàâíîé ìåðå. Ðàáîòû [1][4] îïóáëèêîâàíû â
èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê íàó÷íûõ æóðíàëîâ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, ââîäíûõ ñâåäåíèé, äâóõ ãëàâ, êîòîðûå ðàçáèòû íà øåñòü ïàðàãðàôîâ,
çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà.
Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 106 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 118 èñòî÷íèêîâ, èç íèõ 8  èíîñòðàííûõ àâòîðîâ. Ðà-
áîòà èëëþñòðèðîâàíà 4 ðèñóíêàìè.
Âûðàæåíèå ïðèçíàòåëüíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàð-
íîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü çà áîëüøóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó íà âñåõ ýòà-
ïàõ ðàáîòû íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, ïðîôåññîðó Ðåïèíó Îëåãó Àëåêñàíäðîâè÷ó, à òàêæå äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ñàáèòîâó Êàìèëü Áàñèðîâè÷ó çà öåííûå
ñîâåòû è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè äà¼òñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû, ôîðìóëèðóþòñÿ ïîñòàíîâêè çà-
äà÷, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, à òàêæå êðàòêî îïèñû-
âàåòñÿ ñîäåðæàíèå ïàðàãðàôîâ.
Ââîäíûå ñâåäåíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë. Äàíû
îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ è ôóíêöèé,
à òàêæå ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ÝðäåéèÊîáåðà

Ea;b0+f

(x) , îïå-
ðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå ÐèìàíàËèóâèëëÿ
(I0+f) (x) , (D

0+f) (x) , (I

1 f) (x) , (D

1 f) (x) è îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî
äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ì. Ñàéãî

I;;0+ f

(x) ,
I;;1  f

(x) . Ïîêàçàíî, ÷òî äðîáíûå èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà
Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîãî îïåðàòîðà äðîáíî-
ãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ì. Ñàéãî. Èç ìíîãî÷èñëåííûõ
ñâîéñòâ ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðèâîäÿòñÿ èìåííî òå, êîòîðûå íåîáõîäèìû â äàëü-
íåéøåì.
Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ íàãðóæåí-
íûõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè è Ãåëëåðñòåäòà.
Â  1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå
ut = uxx + u(0; t) (2)
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â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè 
 = f(x; t) : 0 < x < l; 0 < t < Tg , ãäå l; T  çà-
äàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à I.
Çàäà÷à I. Íàéòè â îáëàñòè 
 ðåøåíèå u(x; t) óðàâíåíèÿ (2) èç êëàññà
C(
) \ C1(
 [ fx = 0g) , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
u(x; 0) = '(x); 0 6 x 6 l; (3)
ux(0; t)  I;;0+ u(0; t) =  (t); 0 < t < T ; (4)
u(l; t) = '1(t); 0 6 t 6 T; (5)
ãäå '(x) 2 C1[0; l] , '1(t) 2 C1[0; T ] , (t) 2 C1[0; T ] , '0(0) =  (0) ,
'1(0) = '(l) , ïðè÷åì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì '(0) = 0 , '(l) = 0 ,
(I;;0+ f)(x)  îáîáùåííûé îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé Ãàóññà â ÿäðå.
Â ïóáëèêàöèè À.À. Êåðåôîâà è Ð.Ì. Êóìûøåâà 1 èçó÷àëàñü êðàåâàÿ çà-
äà÷à äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ãäå â êðàåâîì óñëî-
âèè èñïîëüçîâàëñÿ îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÐèìàíàËèó-
âèëëÿ ïîðÿäêà  . Íîâèçíà ïîñòàíîâêè çàäà÷è I çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
â êðàåâîì óñëîâèè ñîäåðæèòñÿ îáîáùåííûé îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ì. Ñàéãî.
Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, íàãðóæåííîãî çíà÷åíèåì èñêîìîé ôóíêöèè
u(x; y) íà ãðàíèöå x = 0 ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 
 . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
ôóíêöèè Ãðèíà ñìåøàííîé çàäà÷è è óêàçàííîå êðàåâîå óñëîâèå, çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âîëüòåððîâñêîãî òèïà îòíîñèòåëüíî ñëåäà
èñêîìîé ôóíêöèè u(0; t) . Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â
ÿäðå, êîòîðîå îäíîçíà÷íî è áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðè-
âåä¼í â âèäå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
0 <  <
1
2
;  < 0;  +  > 0; ëèáî 0 <  <
1
2
;  > 0:
Òîãäà çàäà÷à I âñåãäà ðàçðåøèìà è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Â ýòîì æå ïàðàãðàôå âûïèñàíû óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ  è  , ïðè êîòî-
ðûõ îáîáùåííûé îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñ-
ëå Ì. Ñàéãî ñâîäèòñÿ ëèáî ê îïåðàòîðó ÝðäåéèÊîáåðà, ëèáî ê îïåðàòî-
ðó äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÐèìàíàËèóâèëëÿ, ëèáî ê îïåðàòîðó äðîáíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÐèìàíàËèóâèëëÿ; è äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ îáîñíî-
âàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâà-
íû ëåììû 1.1.3 è 1.1.4, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
1Êåðåôîâ À.À., Êóìûøåâ Ð.Ì. Î êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè // Äîêëàäû Àäûãñêîé (×åðêåññêîé) Ìåæäóíàðîäíîé àêàäåìèè íàóê. 
Íàëü÷èê. 1996.  Ò. 2,  1. Ñ. 1315.
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çàäà÷è òàêæå áóäåò ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå è ñ íåïðåðûâíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ, à ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà îáîáùåííûé îïåðàòîð äðîáíî-
ãî èíòåãðî-äèôôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ì. Ñàéãî ñâîäèòñÿ ê îïåðàòîðó
äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÐèìàíàËèóâèëëÿ, áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå
À.À. Êåðåôîâà, Ð.Ì. Êóìûøåâîé. Âñå òðè ñëó÷àÿ çàïèñàíû â âèäå çàìå÷à-
íèé 1.1.11.1.3.
Â  1.2 ðàññìîòðåíû çàäà÷è Ãóðñà è Äàðáó äëÿ îäíîãî íàãðóæåííîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íîâèçíà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðîëü íàãðóçêè âûïîëíÿåò îïåðàòîð
â ñìûñëå ÝðäåéèÊîáåðà, â îòëè÷èå îò ðàáîò À.Ì. Íàõóøåâà 2 è Â.Ì. Êàçè-
åâà 3, â êîòîðûõ òàêæå èçó÷àëèñü çàäà÷è Äàðáó è Ãóðñà äëÿ íàãðóæåííîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ñîäåðæàëî äðîáíûå ïðî-
èçâîäíûå îò ñëåäîâ èñêîìîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûìè â ñìûñëå Ðèìàíà
Ëèóâèëëÿ, è îò ðàáîò Í.À. Âèð÷åíêî 4 è Î.À. Ðåïèíà 5, â êîòîðûõ â êà-
÷åñòâå íàãðóçêè èñïîëüçîâàëñÿ îáîáùåííûé îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå Ì. Ñàéãî.
Ïóñòü 
  êîíå÷íàÿ îáëàñòü åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òî÷åê (x; y) , îãðàíè-
÷åííàÿ õàðàêòåðèñòèêàìè AC :  = 0 , BC :  = 1 , ãäå
 = x  2
m+ 2
( y)m+22 ;  = x+ 2
m+ 2
( y)m+22 ; (6)
îïåðàòîðà
L(u) = uyy   ( y)muxx; m = const > 0 (7)
è îòðåçêîì AB : 0 6 x 6 1 ïðÿìîé y = 0 . Â äàëüíåéøåì ÷åðåç I áóäåì
îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûé èíòåðâàë (0; 1) , à ÷åðåç 
  çàìûêàíèå 
 .
Â îáëàñòè 
 ðàññìàòðèâàåòñÿ íàãðóæåííîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðîì Ãåëëåðñòåäòà (7) â ãëàâíîé ÷àñòè
L(u)  Ea;b0+u(x; 0) = f(x; y); (8)
ãäå   äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, (Ea;b0+')(x)  îïåðàòîð ÝðäåéèÊîáåðà,
îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé
(Ea;b0+')(x) =
x a b
 (a)
xZ
0
(x  t)a 1tb'(t) dt; a > 0; (9)
2Íàõóøåâ À.Ì. Î çàäà÷å Äàðáó äëÿ îäíîãî âûðîæäàþùåãîñÿ íàãðóæåííîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.  1976. 
Ò. 12,  1. Ñ. 103108.
3Êàçèåâ Â.Ì. Çàäà÷à Ãóðñà äëÿ îäíîãî íàãðóæåííîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.  1981.  Ò. 17,  2. Ñ. 313319.
4Âèð÷åíêî Í.À., Ðåïèí Î.À. Î çàäà÷å Äàðáó äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëëåð-
ñòåäòà // Äîêë. íàö. ÀÍ Óêðàèíû 1996.  7. Ñ. 2125.
5Ðåïèí Î.À. Î çàäà÷å Ãóðñà äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëëåðñòåäòà // Òðóäû
âòîðîãî ìåæä. ñåìèíàðà "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíè". Ñàìàðà.
1998.  Ñ. 133139.
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f(x; y) 2 C(
) \ C3(
): (10)
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Ãóðñà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàäà÷à Ãóðñà. Íàéòè â îáëàñòè 
 ðåøåíèå u(x; y) óðàâíåíèÿ (8) èç
êëàññà C(
) \ C2(
) , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
ujAC = '1(x); x 2

0;
1
2

; (11)
ujBC = '2(x); x 2

1
2
; 1

; (12)
ïðè÷åì '1

1
2

= '2

1
2

.
Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà ñâåäåí ê
âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñî
ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ f(x; y) 2 C(
)\C3(
) ,
à äëÿ ôóíêöèé '1(x) è '2(x) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
'1(x) = x
1'1(x); 1 > 1  2; (13)
'2(x) = (1  x)2'2(x); 2 > 1  2; (14)
ãäå
'1(x) 2 C1

0;
1
2

; '2(x) 2 C1

1
2
; 1

; '1

1
2

= 0; (15)
(2m+ 4) = m; 0 <  <
1
2
:
Òîãäà çàäà÷à Ãóðñà (8), (11), (12) ðàçðåøèìà è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì, åñëè
b > 0; a >
8><>:
m
m+ 2
; 0 < m 6 4;
m+ 4
2(m+ 2)
; m > 4:
(16)
Òàêæå â  1.2 äëÿ óðàâíåíèÿ (8) â òîé æå îáëàñòè 
 ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à.
Çàäà÷à Äàðáó. Îïðåäåëèòü â îáëàñòè 
 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) èç
êëàññà C(
) \ C1(
 [ I) , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
uy(x; 0) = (x); x 2 I; ujAC = '();  2 I: (17)
Ïðè÷¼ì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
f(x; y) 2 C(
) \ C3(
); '() 2 C1(I) \ C2(I); (x) 2 C2(I): (18)
Ïðîáëåìà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìîé çàäà÷è òàêæå ñâîäèòñÿ
ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.
Ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à Äàðáó ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðóåòñÿ ê çàäà÷å Êîøè
u(x; 0) = (x); x 2 I; uy(x; 0) = (x); x 2 I
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äëÿ óðàâíåíèÿ
L(u) = f(x; y) + 

Ea;b0+

(x);
ðåøåíèå êîòîðîé äàåòñÿ â ÿâíîì âèäå
u(x; y) =
 (2)
 2()
1Z
0


x+
2
m+ 2
( y)m+22 (2t  1)

(t  t2) 1 dt+
+
 (2  2)
 2(1  )y
1Z
0


x+
2
m+ 2
( y)m+22 (2t  1)

(t  t2)  dt+
+0
Z

d1
1Z
1
R(1; 1; ; )
(1   1)4
h
Ea;b0+() + F (1; 1)
i
d1;
ãäå
0 =  1
4
(2  4)4; F (; ) = f
"
 + 
2
; 

m+ 2
4
1 2
(   )1 2
#
;
R (1; 1; ; ) =
(1   1)2
[(   1) (1   )] 
 F

; ; 1;
(   1)(1   )
(   1)(1   )

:
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 1.2.2.
Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ m > 0 , a > 4 2 , b > 0 .
Òîãäà çàäà÷à Äàðáó âñåãäà ðàçðåøèìà è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Â çàìå÷àíèè 1.2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äàðáó (17) äëÿ óðàâíåíèÿ (8)
â ñëó÷àå, êîãäà m = 0 .
Â  1.3 â òîé æå îáëàñòè 
 äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ñòàâèòñÿ è èññëåäóåòñÿ
çàäà÷à òàêîãî ñîäåðæàíèÿ.
Çàäà÷à II. Íàéòè â îáëàñòè 
 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) èç êëàññà
C(
) \ C1(
 [ I) \ C2(
) , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
ujAC = '();  2 I; (19)
A1E
a;b
0+u(x; 0) + A2E
c;b
0+uy(x; 0) = A3E
d;b
0+'1(x); (20)
ãäå a > 0 , c > 0 , d > 0 è Ai = const , i = (1; 3) ;
'() 2 C1(I) \ C2(I); '1(x) 2 C1[0; 1]: (21)
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è âûòåêàåò èç ýêâèâàëåíòíîé ðåäóêöèè å¼ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.3.1 Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (19),
(20), à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ A2 6= 0 , a > c , d > c . Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x; y) èññëåäóåìîé çàäà÷è èç êëàññà
C(
) \ C1(
 [ I) \ C2(
) .
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Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íåëîêàëüíûì çàäà÷àì äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà.
Â  2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå
uxx  D0+;yu = 0 (y > 0);
( y)muxx   uyy + a( y)m2  1ux = 0 (y < 0); (22)
ãäå D0+;y  ÷àñòíàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÐèìàíàËèóâèëëÿ ïîðÿäêà 
(0 <  < 1) îò ôóíêöèè u(x; y) :
 
D0+;yu

(x; y) =

@
@y

1
 (1  )
yZ
0
u(x; t) dt
(y   t) (0 <  < 1; y > 0); (23)
a  âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m > 2 , â êîíå÷íîé îáëàñòè 
 , îãðàíè÷åííîé
îòðåçêàìè AA0 , BB0 , A0B0 ïðÿìûõ x = 0 , x = 1 , y = 1 ñîîòâåòñòâåííî,
ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 , è õàðàêòåðèñòèêàìè
AC : x  2
m+ 2
( y)m+22 = 0; BC : x+ 2
m+ 2
( y)m+22 = 1
óðàâíåíèÿ (22) â ïîëóïëîñêîñòè y < 0 .
Ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à III. Íàéòè ðåøåíèå u(x; y) óðàâíåíèÿ (22) â îáëàñòè 
 ïðè
y 6= 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
u(0; y) = '1(y); u(1; y) = '2(y); 0 6 y 6 1; (24)
A(x)

I1;1;10+ w(t)u[0(t)]

(x) +B(x)

I2;2;21  (t)u[1(t)]

(x)+
+C1(x)

I1 
 
0+ uy(t; 0)

(x) + C2(x)

I1 
 
1  uy(t; 0)

(x)+
+M1(x)uy(x; 0) +M2(x)u(x; 0) = (x); 8 x 2 I;
(25)
à òàêæå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ
lim
y!0+
y1 u(x; y) = lim
y!0 
u(x; y); 8x 2 I; (26)
lim
y!0+
y1 
 
y1 u(x; y)

y
= lim
y!0 
uy(x; y); 8x 2 I; (27)
ãäå 'i(y) (i = 1; 2) , A(x) , B(x) , C1(x) , C2(x) , M1(x) , M2(x) , (x) 
çàäàííûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
A2(x) +B2(x) + C21(x) + C
2
2(x) +M
2
1 (x) +M
2
2 (x) 6= 0;
A(x); B(x); C1(x); C2(x); M1(x); M2(x); (x) 2 C1(I) \ C3(I); (28)
'1(0) = '2(0) = 0; (29)
y1 '1(y); y1 '2(y) 2 C([0; 1]); (30)
0(x) è 1(x)  òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (22), âûõî-
äÿùèõ èç òî÷êè (x; 0) 2 I , ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è BC ñîîòâåò-
ñòâåííî;
 =
m  2a
2(m+ 2)
;  =
m+ 2a
2(m+ 2)
;  1 < a < 1; 0 <  < 1
2
; 0 <  <
1
2
;
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ãäå 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2  äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå
íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû äàëåå.
Ðåøåíèå u(x; y) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èùåòñÿ â êëàññå äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â îáëàñòè 
 òàêèõ, ÷òî
y1 u(x; y) 2 C(
1); u(x; y) 2 C(
2);
y1 
 
y1 u

y
2 C(
1 [ f(x; y) : 0 < x < 1; y = 0g);
uxx 2 C(
1 [ 
2); uyy 2 C(
2):
(31)
Èñòîêîì äàííîé çàäà÷è ïîñëóæèëà ïóáëèêàöèÿ À.À. Êèëáàñà, Î.À. Ðåïè-
íà 6. Íîâèçíà ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â óñëîâèè (25), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì êðàåâûõ óñëîâèé ïîäîáíîãî òèïà.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Òåîðåìà 2.1.1. Â îáëàñòè 
 íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (22), (24)(25), åñëè ëèáî
w(x) = p1; (x) = p2; 1 =  ; 1 = 0; 2 =  ; 2 = 0; (32)
ëèáî
w(x) = p1x
+ 1; (x) = p2(1  x)+ 1; 1 =  ;
1 = 
 +    1; 2 =  ; 2 =  +    1; (33)
ãäå pi = const (i = 1; 2) , è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
E(x) =
 ( + )
 ()
p1A(x) +
 ( + )
 ()
p2B(x) +D(x) 6= 0 8x 2 I; (34)
C1(1)
E(1)
6 0; C2(0)
E(0)
6 0;

C1(x)
E(x)
0
> 0;

C2(x)
E(x)
0
6 0; M1(x)
E(x)
> 0 8x 2 I;
(35)
p1 > 0;
A(1)
E(1)
6 0;

A(x)
E(x)
0
> 0 èëè
p1 < 0;
A(1)
E(1)
> 0;

A(x)
E(x)
0
6 08x 2 I;
(36)
p2 > 0;
B(0)
E(0)
6 0;

B(x)
E(x)
0
6 0 èëè
p2 < 0;
B(0)
E(0)
> 0;

B(x)
E(x)
0
> 0 8x 2 I:
(37)
Â çàìå÷àíèè 2.1.1 âûïèñàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü äîêàçàíà íà îñíî-
âàíèè ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà äëÿ íåëîêàëüíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è
ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà äëÿ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñ-
ëå ÐèìàíàËèóâèëëÿ.
6Êèëáàñ À.À., Ðåïèí Î.À. Àíàëîã çàäà÷è Áèöàäçå-Ñàìàðñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî òèïà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ 2003.  Ò. 39,  5. 
ñ. 638644.
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Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âî-
ïðîñó ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñî
ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå.
Â çàìå÷àíèè 2.1.2 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ åù¼
îäíîé èññëåäóåìîé çàäà÷è â ñëó÷àå A(x) = k1 = const , C1(x) = k2 = const ,
M2(x) = k3 = const , B(x) = C2(x) = M1(x)  0 . Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïî-
ëó÷àåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ñâîäèòñÿ
ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Ðåøåíèå ïîñòàâëåíîé çàäà÷è äà¼òñÿ â ÿâíîì âèäå
u(x; y) =
yZ
0
'1()G(x; y; 0; ) d 
 
yZ
0
'2()G(x; y; 1; ) d +  ()
1Z
0
()G(x; y; ; 0) d;
ãäå
G(x; y; ; ) =
(y   ) 1
2
1X
n= 1

e1;1;

 jx   + 2nj
(y   )

 
  e1;1;

 jx+  + 2nj
(y   )

;  =

2
;
ep; qb; c (z) =
1X
k=0
zk
 (bk + p) (q   ck) ; b > c; b > 0; z 2 C;
(x) = c1xE1++;2

 (1 + )
2
x1+
+

+ c2E1++

 (1 + )
2
x1+
+

+
+1(x) 
xZ
0
(x  t)E1++;2

 (1 + )
2
(x  t)1++

00(s)
1
dt;
c1 =
1
E1++;2
h
 (1+)
2
i 1(0)E1++  (1 + )
2

  1(1)+
+
1Z
0
(1  t)E1++;2

(1  t)1++ (1 + )
2

00(t)
1
dt
35 ;
c2 =  1(0); 1(x) =
(x)
1
; 1 =
 ( + )
 ()
k1 + k3 = const 6= 0;
2 =   (2  
   )
 (1  )

m+ 2
4
 2
m+2 k1
1
  k2
1
= const 6= 0;
E;1+ k(x) è E;[(x   t)]  ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ôóíêöèè Ìèòòàã
Ë¼ôôëåðà E;(z) .
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå
êðàåâûõ óñëîâèé (24), (25) è óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (26), (27), à òàêæå ïðèíàä-
ëåæíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è êëàññó ôóíêöèé (31),
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (22) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (24)
(25), (29)(30), à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (26), (27). Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x; y) èññëåäóåìîé çàäà÷è III èç êëàññà (31).
Â  2.2 äëÿ óðàâíåíèÿ (22) â îáëàñòè 
 ñòàâèòñÿ è èññëåäóåòñÿ íåëîêàëü-
íàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à III (â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ). Íàéòè ðåøåíèå u(x; y)
óðàâíåíèÿ (22) â îáëàñòè 
 ïðè y 6= 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâè-
ÿì (24) è
A1
 
I0+u[0(t)]

(x) + A2
 
I0+u(t; 0)

(x)+
+A3
 
I+0+ uy(t; 0)

(x) = A4x
k;
(38)
ãäå
k > max(0; +    )  1;  > 0;
 = 2m+2 ;    ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
(39)
à òàêæå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (26), (27). Çäåñü Ai , i = 1; 4  äåéñòâè-
òåëüíûå êîíñòàíòû, íà êîòîðûå äàëåå áóäóò íàëîæåíû íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ, '1(y) , '2(y)  çàäàííûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
(29), (30); 0(x)  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (22), âû-
õîäÿùèõ èç òî÷åê (x; 0) 2 I ñ õàðàêòåðèñòèêîé AC .
Íîâèçíà ïîñòàíîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå u(x; y) ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è èùåòñÿ äëÿ äâóõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ a = m2 è a =  m2 â
çàäàííîì êëàññå ôóíêöèé (31).
Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è III (â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ) äîêàçàíà òåî-
ðåìà åäèíñòâåííîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, òàê æå êàê è
â  2.1, ýêâèâàëåíòíî ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
äâóõ òåîðåì.
Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
 A2 < A1 <  A3
0
ëèáî   A3
0
< A1 <  A2; (40)
ãäå 0 = 

1
2

 () , è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (26), (27). Òîãäà, åñëè
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è, òî îíî åäèíñòâåííî.
Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (22) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (24),
(38)(39), (29)(30) è (40), à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ
(26), (27). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x; y) èññëåäóåìîé çàäà÷è èç êëàññà
(31).
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Â  2.3 äëÿ óðàâíåíèÿ (22) ïðè a = 0 è m > 0 , êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä:
0 =

uxx  D0+;yu (y > 0);
( y)muxx   uyy (m = const > 0; y < 0); (41)
â îáëàñòè 
 , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè 
1 = f(x; y) :  1 < x < 1; y > 0g è îáëàñòè 
2 , ëåæàùåé â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè (y < 0) è îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè
AC :  = x  2
m+ 2
( y)m+22 = 0; BC :  = x+ 2
m+ 2
( y)m+22 = 1
è îòðåçêîì [0; 1] ïðÿìîé y = 0 , ñòàâèòñÿ è èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à IV. Íàéòè ðåøåíèå u(x; y) óðàâíåíèÿ (41) â îáëàñòè 
 , óäî-
âëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
y1 ujy=0 = 0 ( 1 < x 6 0; 1 6 x <1); (42)
a(x)

I ;0;2 10+ u[0(t)]

(x) + b(x)

I ;0;2 11  u[1(t)]

(x)+
+c(x)u(x; 0) + d(x)uy(x; 0) = g(x); x 2 I;
(43)
à òàêæå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ
lim
y!0 
u(x; y) = (x) lim
y!0+
y1 u(x; y); (x 2 I); (44)
lim
y!0 
uy(x; y) = (x) lim
y!0+
y1 (y1 u(x; y))y; (x 2 I): (45)
Çäåñü  =
m
2m+ 4
, a(x) , b(x) , c(x) , d(x) , (x) , (x) , g(x)  çàäàííûå
ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
a(x); b(x); c(x); d(x); g(x) 2 C1(I) \ C2(I);
(x); (x) 2 C2(I) \ C3(I); (x)(x) > 0; d
2
dx2
[(x)(x)] 6 0;
(46)
0(x) è 1(x)  òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (41), âûõî-
äÿùèõ èç òî÷êè (x; 0) 2 I ñîîòâåòñòâåííî ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è
BC ; I = (0; 1) åäèíè÷íûé èíòåðâàë ïðÿìîé y = 0 .
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u(x; y) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â êëàññå äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â îáëàñòè 
 òàêèõ, ÷òî
y1 u(x; y) 2 C(
1); u(x; y) 2 C(
2);
y1 
 
y1 u

y
2 C(
1 [ f(x; y) : 0 < x < 1; y = 0g);
uxx 2 C(
1 [ 
2); uyy 2 C(
2); (47)
u(x; y) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè (x2 + y2) !1:
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è.
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Òåîðåìà 2.3.1. Â îáëàñòè 
 íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (41), (42)(45), åñëè
a(1)
E(1)
+
b(0)
E(0)
> 0; (48)
E(x) =
 (2)
 ()
[a(x) + b(x)] + c(x) 6= 0 8x 2 I; (49)
a(x)
E(x)
0
6 0;

b(x)
E(x)
0
> 0; d(x)
E(x)
> 0 8x 2 I: (50)
Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âî-
ïðîñó ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñî
ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå.
Â çàìå÷àíèè 2.3.1 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
åù¼ îäíîé èññëåäóåìîé çàäà÷è â ñëó÷àå (x) = k1 = const 6= 0 ,
(x) = k2 = const 6= 0 , a1(x) = k3 = const 6= 0 , b1(x) = c1(x)  0 . Ïðè
òàêèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíî ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå ïîñòàâëåíîé çàäà÷è äà¼òñÿ â ÿâíîì âèäå:
u(x; y) =
1Z
0
G(x; y; t)(t) dt;
ãäå
G(x; y; t) =
 ()
2
y

2 1e1;

2
1;2
  jx  tjy 2  ;
ep;qb;c (z) =
1X
k=0
zk
 (p+ kb) (q   ck) ; b > c; b > 0; z 2 C;
(x) =
k2k3
k1
c1xE2+1;2

k1 (1 + )
k2k3
x2+1

+
+
k2k3
k1
c2E2+1

k1 (1 + )
k2k3
x2+1

+ g1(x) 
  1
k1
xZ
0
(x  t)E2+1;2

k1 (1 + )
k2k3
(x  t)2+1

g00(t) dt;
c2 =   k1
k2k3
g1(0); c1 =
k1
k2k3E2+1;2
h
k1
 (1+)
k2k3
i g1(0)E2+1k1 (1 + )
k2k3

 
 g1(1) + 1
k1
1Z
0
(1  t)E2+1;2

(1  t)2+1k1 (1 + )
k2k3

g00(t) dt
35 ;
E;1+ k(x) è E;[(x   t)]  ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ôóíêöèè Ìèòòàã
Ë¼ôôëåðà E;(z) .
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Â çàìå÷àíèè 2.3.2 ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà (x) 6= k2 . Ïðîáëåìà îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó ðàçðåøèìî-
ñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.
Â çàìå÷àíèè 2.3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (22) â ñëó÷àå,
êîãäà ïàðàáîëè÷åñêàÿ îáëàñòü 
1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîâèíó âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè, òî åñòü 
1 = f(x; y) : 0 6 x <1; y > 0g .
Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëü-
òàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì äèññåðòàöèè:
1. Äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíîé äðîáíîé ïðîèç-
âîäíîé ÐèìàíàËèóâèëëÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò îïåðàòî-
ðû äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå ÐèìàíàËèóâèëëÿ,
ÝðäåéèÊîáåðà, Ì. Ñàéãî èëè èõ êîìáèíàöèè, ïîñòàâëåíû è èññëåäîâà-
íû íîâûå êðàåâûå çàäà÷è. Äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.
2. Óñòàíîâëåíû ãðàíèöû ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷è êîððåêòíû.
3. Èçó÷åí ìåòîä ñâåäåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷ ê âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà è èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Êðîìå òîãî, èçó÷åí ìåòîä ñâåäåíèÿ èññëå-
äóåìûõ çàäà÷ ê âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äðîáíîãî ïîðÿäêà.
4. Âûäåëåíû ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ÿâíûõ ðåøå-
íèé èçó÷àåìûõ çàäà÷.
Ìåòîäû è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðåòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ â òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ, êàê äèôôåðåí-
öèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, è ïðè
ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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